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“Viver é como andar de bicileta. 
É preciso estar em constante movimento 
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Tendo em vista as propriedades de polarização e coerência da luz como as mais inves- 
tigadas por auxiliarem na compreensão do fenômeno de interferência e possuírem grande 
aplicabilidade tecnológica, recentemente foi proposta uma teoria baseada na álgebra de ma- 
triz densidade capaz de descrever tais propriedades em conjunto. Com isso, neste trabalho, 
aplicamos o método da matriz densidade unificada de polarização e coerência na descrição 
matemática do efeito de alguns dispositivos ópticos lineares e verificamos a sua aplicabili- 
dade em experimentos que envolvem apagadores quânticos. Além disso, considerando a 
evolução temporal da matriz densidade reduzida após interações entre os fótons e consti- 
tuintes do ambiente, observamos que é possível verificar a conexão entre o grau de emara- 
nhamento entre o sistema e o ambiente e a perda de coerência quântica através da entropia 
reduzida de von Neumann. 
 









In considering the polarization and coherence properties of light as the most investiga- 
ted, both for helping to understand many phenomena of interference and for having large 
technological applicability, it was recently proposed a theory based on density matrix alge- 
bra, which is able to describe such properties jointly. In a similar fashion, in this study we 
apply the coherence and polarization density matrix method to mathematically describe the 
effect of some optical devices and verify its applicability in experiments involving quantum 
erasers. Furthermore, by taking the temporal evolution of the reduced density matrix into 
account, we see that after interactions between the photons and environmental constituents, 
it is possible to verify the connection of the degree of entanglement between the system and 
the environment with the loss of quantum coherence by means of the von Neumann reduced 
entropy. 
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Figura 1: Experimento de dupla-fenda. Esquerda: um grupo de partículas incidem sobre um aparato com duas fendas e, posteriormente, 
tem suas posições registradas em uma tela de detecção.Centro: corresponde ao comportamento clássico da densidade de probabilidade de 
partículas. Direita: visualização do efeito de interferência quântica em que agora corresponde ao comportamento de ondas [2]. 
 
O efeito de interferência foi introduzido por Young, em 1801, com o seu famoso experi- 
mento de dupla-fenda para explicar o comportamento ondulatório da luz [1]. Para exempli- 
ficar, as ondas podem interferir formando pontos de iluminação máxima e mínima, conhe- 
cidos como franjas de interferência. Estendido para o comportamento quântico das ondas 
de matéria, o efeito de interferência é tido como “o coração da mecânica quântica”, onde re- 
side todo o mistério da teoria [2]. Sob a perspectiva da mecânica quântica, o experimento de 
dupla-fenda consiste num grupo de partículas, tais como elétrons, passando por um aparato 
com duas fendas e, posteriormente, uma tela de detecção registra suas posições (veja figura 
1). Se não houver informação sobre qual das fendas a partícula passou, então um padrão  
de interferência é registrado na tela, que é descrito por meio da densidade de probabilidade 
de partículas, q(x) = 1 | ψ1(x) + ψ2(x) |2, onde ψ1(x) e ψ2(x) correspondem às ondas parci- 




alguma informação a respeito de qual das fendas a partícula passou, então a interferência 
desaparece e a função de probabilidade q(x) = 1 | ψ1(x) |2 +1 | ψ2(x) |2 passa a descrever tal 
comportamento; ou seja, a tela de detecção passa a registrar um comportamento clássico em 
que a densidade de probabilidade é representada pela soma das funções de onda oriundas 
de cada fenda individualmente. Desse modo, “a interferência quântica é incompatível com 
a informação de caminho” [3]. Esse fato exibe o famoso princípio da complementaridade 
proposto por Bohr em 1928 [4]. 
Agora, se considerarmos o ambiente em que as partículas estão imersas, estas interagem 
a todo momento por meio de colisões com os constituintes do ambiente que podem ser luz, 
fótons térmicos, moléculas de gás, etc. Estas interações carregam informação sobre a posi- 
ção da partícula no espaço devido à posição de espalhamento e ângulos de deflexão. Dessa 
forma, tais interações entre partícula e constituintes ambientais resultam no emaranhamento 
quântico entre o sistema e o ambiente de modo que informações físicas sobre a partícula estão 
codificadas no ambiente. Em outras palavras, a informação de caminho da partícula é trans- 
ferida para o ambiente suprimindo assim  o efeito de interferência.  Assim,  quanto maior  
o número de interações, maior o grau de emaranhamento entre o sistema e o ambiente, e 
maior a perda da coerência quântica entre as fases relativas das funções de onda parciais. 
Esse efeito é denominado decoerência, que determina como o comportamento clássico surge 
a partir de propriedades quânticas [3, 5, 6]. 
A coerência quântica tem sido objeto de vários estudos por sua gama de aplicabilidade 
tecnológica e nas subáreas da física [7]. Quase dois séculos depois do experimento de Young, 
tendo como base a exibição de interferência de dois feixes de luz e a indistinguibilidade de 
caminho dos fótons, Mandel estabeleceu a conexão entre coerência e indistinguibilidade de 
caminho utilizando a álgebra da matriz de densidade [8]. 
E foi com base na álgebra da matriz de densidade que Bernardo propôs uma teoria capaz 
de tratar de forma unificada os efeitos de coerência e polarização de um feixe de luz [9]. 
Por outro lado, a mecânica quântica e a termodinâmica estão ligadas mediante uma en- 
tidade quantitativa de desordem chamada de entropia de von Neumann [10], definida por 
meio do operador densidade ρˆ: 
 




onde κB é a constante de Boltzmann e T r é o traço. E, na forma diagonalizada, temos uma 
entropia, sob perspectiva quântica, análoga à entropia clássica de Gibbs: 
 
S = −κB λn ln λn. (2) 
n 
 
Aqui, λn representa os autovalores da matriz densidade. 
Quando aplicada a subsistemas emaranhados, a entropia de von Neumann passa a deter 
a peculiaridade de quantificar o emaranhamento quântico de um sistema bipartido com es- 
tado puro de forma que fica evidente a conexão íntima entre emaranhamento e decoerência 
quântica [11]. 
O presente trabalho é um estudo sobre a teoria unificada da polarização e da coerência 
(ver capítulo 2), o qual estendemos sua simples metodologia para a descrição matemática de 
dispositivos ópticos comuns em experimentos de interferência, assim como a sua aplicabili- 
dade em experimentos que envolvem apagador quântico (ver capítulo 4). Além do mais, este 
trabalho tem também como objetivo verificar a correlação entre o grau de emaranhamento e 
a decoerência quântica sofrida pelo sistema sujeito a dois diferentes tipos de interações am- 













Elementos da teoria quântica 
 






Figura 1.1: Experimento de Stern-Gerlach. Os átomos produzidos pelo forno representam estados mistos por possuírem direções aleatórias 
de spins. Entretanto, ao passar pelo eletroímã, separamos a mistura de estados em dois estados puros (up e down) [5]. 
 
 
O operador densidade é uma importante ferramenta algébrica capaz de descrever qual- 
quer estado quântico, puro ou misto. Uma única função de onda é capaz de descrever 
qualquer estado puro (polarizado), mas não é capaz de descrever o estado de ensembles 
randômicos [12]. Para melhor compreensão, tomamos como exemplo o experimento de 
Stern-Gerlach. Os átomos que saem do forno possuem direção completamente aleatória e 
atribuímos pesos probabilísticos à mistura de estados de spins em que não podem ser des- 
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polarizado. Após a passagem pelo eletroímã, temos dois feixes defletidos em duas direções 
(para cima e para baixo). Neste caso, os feixes são polarizados e chamamos de estados puros 
podendo ser escritos como um ket geral para descrevê-los. Em outras palavras, podemos 
dizer também que o estado misto nada mais é que uma mistura de estados puros. 
Deste  modo,  ao  realizar  uma  medida  sobre  um  estado  misto  de  algum  observável  Aˆ, 
deve-se  ter  em  mente  de  que  o  valor  esperado  de  Aˆ combina  informações  a  respeito  da 
fração probabilística αı da mistura de estados |Ψı) (conceito de probabilidade clássica) e do 
valor esperado quântico de Aˆ em relação ao estado |Ψı) [5]. Assim, o valor esperado de Aˆ é 
definido como: 
 
(Aˆ)   =   
Σ 
αı(Ψı|Aˆ|Ψı) 




(Ψı|b )(b |Aˆ|bκ)(bκ|Ψı) 






(b |Aˆ|bκ), (1.1) 
   
 
   
 
em que definimos:  
ρˆ = αı|Ψı)(Ψı| (1.2) 
ı 
como o operador densidade. E a matriz densidade correspondente é, portanto: 
 
(b |ρˆ|bκ) = αı(b |Ψı)(Ψı|bκ). (1.3) 
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(bκ|ρˆ|b )(b |Aˆ|bκ) = 
Σ
(bκ|ρˆAˆ|bκ) = T r(ρˆAˆ). (1.4) 
Assim,  podemos obter a média de um observável Aˆ aplicando o operador traço a ρˆAˆ. 
Tenha em mente de que o operador traço independe da base do espaço de Hilbert. 
Agora, vejamos algumas propriedades as quais o operador densidade obedece: 
CPara estados puros: 
 
ı κ  
ı κ  
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2. Satisfaz a condição de normalização:   T r(ρˆ) = 1; 
 
 
3.O operador densidade é projetor:   ρˆ2 = ρˆ; 
 
 
4.Os autovalores do operador densidade são 0 ou 1; 
 
 
5.  T r(ρˆ2) = 1. 
 
 
CPara estados mistos: 
 
 
1.O operador densidade é hermitiano:   ρˆ† = ρˆ; 
 
 
2.Satisfaz a condição de normalização:   T r(ρˆ) = 1; 
 
 
3.O operador densidade é não projetor: ρˆ2 ƒ= ρˆ; 
 
 
4.  0 < T r(ρˆ2) < 1. 
 
 
Aqui, chamamos a atenção para a última propriedade. Ela é chamada de grau de pureza 
P e define o quão puro o estado é: 
 




Sabendo que a equação de Schro¨dinger é dada por: 
 
Hˆ |Ψ , t  ; t) = ık 
∂ 
|Ψ , t  ; t), (1.6) 
 
em  que  Hˆ  é  o  operador  hamiltoniano  com  estado  ket  |Ψı) que  evolui  de  t0  →  |Ψı, t0; t), 
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αı|Ψı, t0; t)(Ψı, t0; t|
Σ 
Hˆ 
=   Hˆρˆ − ρˆHˆ. (1.7) 
 
 




= [Hˆ, ρˆ], (1.8) 
∂t 
 
que descreve o comportamento de evolução temporal do operador densidade obtido por 
meio da equação de Schro¨dinger. Note que quando 
 
[Hˆ, ρˆ] = 0, (1.9) 
 
 






= 0, (1.10) 




1.2 Emaranhamento quântico 
 
Nesta seção, buscamos esclarecer o que é emaranhamento quântico e qual o seu sig- 
nificado. Primeiro, para entender o que é emaranhamento, suponha um dado sistema S, 
ı 
ı 





descrito por um vetor estado |Ψ), composto pelos subsistemas A e B. Se não pudermos es- 





|b) são respectivamente os estados de A e B, então dizemos que os subsistemas A e B es- tão 
emaranhados [5]. A consequência física disso implica que se A e B estão emaranhados, 
esses subsistemas não podem mais ser descritos pelos seus estados quânticos individuais 
de modo que não podemos descrever um sem considerar o outro, podendo os subsistemas 
apenas serem descritos por um estado quântico composto |Ψ) = |a) |b). 
Como exemplo de estados emaranhados puros, consideramos duas partículas de spin 
1/2 descritas pelos estados ortogonais |0)i e |1)i, i  = 1, 2, correspondendo às partículas de 
spin “up” e “down”, respectivamente. Estes estados são chamados de estados de Bell [13], 
que são e dados por 
|Φ±) = √
2 





(|0)1 |1)2 ± |1)1 |0)2). (1.12) 
Os estados |0)1 e |1)1 estão correlacionados com os estados |0)2 e |1)2, e vice versa, de modo 
que é impossível escrevê-los na forma de produto tensorial. 
Um dos fatos mais curiosos a respeito do emaranhamento quântico se deve quando são 
realizadas medições em pares de partículas com tal propriedade. Tomamos, por exemplo, 
um par de partículas de spin 1/2 cujo estado é descrito por um dos estados de Bell da eq. 
(1.12). Temos igual probabilidade de se obter os estados “up” ou “down” após uma medida. 
Consequentemente, o ato de medir uma partícula é totalmente probabilístico. Qualquer 
medição é realizada no sistema emaranhado como um todo, já que não se pode conside- 
rar um estado próprio de cada partícula. No entanto, ao medir uma das partículas, o estado 
quântico da outra será instantaneamente colapsado de modo que ela parece “sentir” o resul- 
tado da primeira independentemente da distância em que se encontram [14, 15]. Em outras 
palavras, se medirmos o estado de uma das partícula e encontrarmos o estado “up”, insta- 
taneamente podemos afirmar que o estado da outra é “down” na mesma direção em que a 
primeira foi medida. Este fenômeno foi definido nas palavras de Einstein como uma “ação 
fantasmagórica à distância” devido à instantaneidade do colapso do estado independente 
da distância [13], cuja natureza quântica é questionada pelo paradoxo EPR, pois, à primeira 
vista, isto parece violar o princípio da relatividade especial visto que nenhuma informação 






ı  ı  
ocorre mesmo sendo instantânea a definição do estado da segunda partícula. Isto porque, 
sendo o resultado da medida da primeira partícula completamente aleatório, o que acarreta 
na aleatoriedade do resultado da segunda, dois observadores que possuem estas partículas 
não poderiam utilizar este canal para estabelecer uma comunicação [5, 16, 17]. Assim, o re- 
sultado da medida da segunda partícula é determinado apenas pelas correlações quânticas 
codificadas no estado quântico emaranhado do sistema total. Tal fato já foi comprovado por 
inúmeros experimentos utilizando pares de fótons emaranhados separados por milhares de 







1.3 Matriz densidade reduzida 
 
 
A principal motivação da matriz densidade reduzida surge da necessidade de descre- 
ver sistemas quânticos emaranhados, onde apenas um desses sistemas pode ser medido ou 
possui informações de interesse. Mas devemos ter em mente de que a matriz densidade re- 
duzida não é aplicada apenas a sistemas emaranhados. Desse modo, vamos considerar um 




(|a1)|b1) + |a2)|b2)) , (1.13) 
e seu correspondente operador densidade: 
ρˆ = |ψ) (ψ| = 
1 Σ 
|a )(a | ⊗ |b )(b |. (1.14) 
 
No entanto, só podem ser realizadas medições em A. Então, dado que |ψκ) e |φA) são as 
respectivas bases ortonormais dos espaços de Hilbert HA e HB de A e B, tomamos um ob- 
servável que atua somente no sistema A e que pode ser reescrito como Oˆ = OˆA  ⊗ IˆB , onde 









usando a equação (1.4). Logo: 
 
(Oˆ)   =   T r(ρˆOˆ) 
= (φA| (ψκ| ρˆOˆ |ψκ) |φA) 
κA 
= (φA| (ψκ| ρˆ(OˆA  ⊗ IˆB ) |ψκ) |φA) 








=   
Σ 
(ψκ| (T rB ρˆ)OˆA |ψκ) 
 
= (ψκ| ρˆAOˆA |ψκ) 
κ 
=   T rA(ρˆAOˆA), (1.15) 
 
onde ρˆA é a matriz densidade reduzida. Ou seja, a matriz densidade reduzida é dada por: 
 
 
ρˆA ≡ T rB ρˆ. (1.16) 
 
Isto significa que a obtenção das informações físicas acerca do sistema observado A é feita 
através do traço sobre os estados do sistema B. Ou seja, a descrição completa do observável 
A está contida em uma matriz densidade ρˆA que é uma média sobre os graus de liberdade 
do sistema não observado B [5]. Além disso, ela possui um outro curioso resultado. Expan- 
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  ı 
= 
2 
(|a1)(a1| + |a2)(a2| + |a1)(a2|(b2|b1) + |a2)(a1|(b1|b2)), (1.18) 
 
onde os dois últimos termos são conhecidos como termos de interferência e estão relaciona- 
dos à visibilidade das franjas de interferência e informação de caminho. Analisaremos isto 
com mais detalhes na próxima secção. 
 
1.4 Informação de caminho 
 
Para melhor compreensão acerca deste ponto, tomamos como base o experimento de 
dupla-fenda em que partículas incidem sobre um aparato com duas fendas e, após a passa- 
gem pelas fendas, atingem uma tela de detecção (figura 1.2). 
Sob esse contexto, há dois diferentes cenários: 
 
1. cenário onda; quando não se pode dizer, ou se abstém de medir, por qual fenda a par- 
tícula passou. Então, a tela de detecção registra um padrão de interferência que cor- 
responde à densidade de probabilidade de encontrar as partículas q(x) = 1 | ψ1(x) + 
ψ2(x) |2 como uma superposição das componentes de estado ψ1(x) e ψ2(x) que atra- 
vessaram as respectivas fendas 1 e 2. 
2. cenário partícula; se colocarmos um detector atrás de uma das fendas, podemos medir 
por qual das fendas a partícula passou, e a interferência desaparece. Então, na tela 
de detecção é observada uma densidade de probabilidade clássica q(x)  =  1  | ψ1(x)  |2 













2 1 2 2 1 
de ψ1(x) e ψ2(x) representado pela função de onda Ψ(x) = √1  (ψ1(x) + ψ2(x)).  Logo, 
medir por qual fenda a partícula passou, significa colapsar Ψ(x) para qualquer uma 
das componentes de estado. Assim, ψ1(x) e ψ2(x) deixam de interferir entre elas e o 





Figura 1.2: Experimento de dupla-fenda. Esquerda: partículas incidem sobre um aparato de duas fendas. Centro: na tela de detecção, tem- 
se a densidade de partículas que corresponde ao caso clássico. Ou seja, não se obtém franjas de interferência devido ao conhecimento 
sobre qual das fendas a partícula passou.  Direita:  o fenômeno quântico de interferência é observado devido à ignorância do observador   
a respeito da informação de caminho da partícula [5]. 
 
 
Diante destas duas configurações experimentais em que, ora observamos o comportamento 
de onda, mas que quando resolvemos obter informação do caminho da partícula destruímos 
a propriedade quântica de interferência [5], apresentando um comportamento clássico, Bohr 
apresentou seu famoso princípio de complementariedade [4]. 
Entretanto, seria possível obter alguma informação de caminho preservando partes do 
padrão de interferência? Wooteers e Zurek [20], e mais tarde Scully e Drühl [21], mostra- 
ram que isto é possível desde que não haja uma mudança significativa na função de onda 
[5]. Desse modo, sob perspectiva matemática puramente quântica, retornamos à matriz 
densidade de um estado puro A dado na eq.(1.18) com a correspondente densidade de pro- 
babilidade de encontrar a partícula, 
q(x) = 
1 
| a (x) |2  +
1 
| a (x) |2  +Re{a (x)a∗ (x) (b |b )}, (1.19) 
 
 
onde a sobreposição (b2|b1) quantifica a visibilidade do padrão de interferência de modo que 
quando (b2|b1) = 0, temos o cenário partícula. Contudo, se (b2|b1) = 1, temos a densidade de 
probabilidade correspondente ao cenário onda. Além disso, na situação em que 0 < (b2|b1) < 
15 
 
1 podemos obter alguma, mas não completa, informação de caminho ao mesmo tempo em 
que se observa uma certa visibilidade do padrão de interferência devido à codificação do 




A palavra entropia tem origem grega cujo significado é “conteúdo de transformação” (uma 
alusão ao fato de ser a grandeza chave para a compreensão da irreversibilidade espontânea 
dos processos termodinâmicos) e foi usada por Clausius em 1865 [22] para denominar uma 
nova função de estado (tal como a energia interna) e formular a segunda lei da termodinâ- 
mica. 
Apesar de seu conceito físico ainda ser obscuro, a entropia é comumente associada ao 
grau de desordem do sistema. E, seguindo a segunda lei da termodinâmica, a entropia to- 
tal de um sistema fechado nunca diminui; ela só pode aumentar (processos irreversíveis) 
ou permanecer constante (processos reversíveis). Em mecânica estatística, um exemplo de 
aumento de entropia pode ser visto mediante à remoção de um vínculo interno de um re- 
servatório contendo dois fluidos puros [23]. O vínculo pode ser uma parede adiabática, fixa 
e impermeável, de modo que, em algum instante, ela passe a ser diatérmica permitindo 




Figura 1.3: Dois fluidos separados por uma parede adiabática, em que o aumento de entropia ocorre mediante à remoção do vínculo.  
 
 
Em 1877, coube a Ludwing Boltzmann [24] obter a equação que associa a entropia ao 
16 
 
número de microestados acessíveis de um sistema: 
 
S = κB ln Ω, (1.20) 
 
onde Ω é o número de microestados acessíveis. Além disso, sob condições de equilíbrio 
térmico, a equação (1.20) equivale à entropia máximizada. Por esse, e seus outros grandes 
feitos, Boltzmann é considerado o pai da mecânica estatística. 
Mais de 50 anos depois, o conceito de entropia foi estendido por John von Neumann à 
mecânica quântica através da álgebra de operador densidade [10], como visto na equação 
(1). Neste contexto, a interpretação de entropia como grau de desordem admite caráter de 
quantificador de misturas de estados [25], de modo que: 
 
S ≥ 0, (1.21) 
 
em que o sinal de igualdade corresponde a um ensemble puro, enquanto que a entropia é 
sempre positiva para o ensemble misto [26, 27]. No entanto, se considerarmos dois sistemas 
independentes A e B descritos pelas matrizes densidade ρˆA e ρˆB , respectivamente, então a 
entropia é sempre aditiva, 
S(ρˆA ⊗ ρˆB) = S(ρˆA) + S(ρˆB), (1.22) 
e subaditiva se ρˆA e ρˆB forem matrizes densidade reduzida da matriz densidade geral ρˆAB , 
dado que 
|S(ρˆA) − S(ρˆB)| ≤ S(ρˆAB) ≤ S(ρˆA) + S(ρˆB). (1.23) 
A equação (1.23) é o teorema de Araki e Lieb [28], em que se o sistema total é puro (S(ρAB) = 
0), então S(ρˆA) = S(ρˆB).  Por outro lado, se S(ρˆA) = S(ρˆB) > 0, sendo o estado total puro, 
então não podemos escrever o estado na forma de produto, isto porque os sistemas A e B 
estão emaranhados [29]. 
 
Ensemble Grand Canônico 
 
Seguindo a premissa básica de que a natureza tende maximizar a entropia [26], o obje- 









ı ı κ κB 
κB κBT 
Sabendo que o sistema obedece às restrições de energia interna média 
 
E¯ = ρıEı, (1.24) 
ı 
 
e número médio de partículas  
N¯ = ρıNı, (1.25) 
ı 
e que a entropia e o operador densidade são dados pelas equações (2) e (1.2), respectiva- 
mente, podemos usar o método de multiplicadores de Lagrange para maximizar a função 
[12, 27]: 
f (ρ1, ρ2, ρ3, ...) ≡ −κB 
Σ 
ρı ln ρı + γ(E − 
Σ 
ρıEı) + γj(N − 
Σ 
ρıNı) + γjj(1 − 
Σ 
ρı), (1.26) 













= −κ(ln ρι + 1) − γEı − γjNı − γjj = 0, (1.27) 
 
 
κB ln ρı = −κB − γEı − γj − γjNı − γjj (1.28) 








ρ  = e[γE  −γ











Tomamos que β ≡ γ 
 
 







= c. (1.31) 



























Desse modo, obtemos a equação correspondente ao análogo clássico da distribuição de 
Boltzmann: 
 
e−β(Eı−µNı)  (1.34) 












Ξ = e−β(Eı−µNı) (1.36) 
ı 
é a função de partição grand canônica da mecânica estatística para um autoestado de energia 
com autovalor Eı que também pode ser escrita como: 





Finalmente, podemos reescrever o operador densidade que pode ser utilizado para cal- 

















Teoria unificada da polarização e da 
coerência 
 
Este capítulo é uma breve revisão da teoria unifica apresentada por Bernardo e de como 




2.1 Coerência e polarização em conjunto 
 
A matriz densidade de polarização e coerência é uma ferramenta matemática capaz de 
descrever, de forma conjunta, as propriedades de coerência e polarização da luz baseada na 
álgebra de operador densidade [9]. A ideia chave parte do princípio de que um operador 
densidade é capaz de descrever quanticamente um cenário análogo ao experimento clássico 
de dupla fenda de Young em que um conjunto de fótons polarizados linearmente nas dire- 
ções vertical e horizontal, cujos estados são descritos, respectivamente, por |V ) e |H), passa 
através das fendas Q0 e Q1 com os respectivos estados: |0) e |1). Veja a figura 2.1. 
Desse modo, o estado geral puro dos fótons é escrito como: 
 
|Ψ) = a |H, 0) + b |H, 1) + c |V, 0) + d |V, 1) , (2.1) 
 











Figura 2.1: O experimento de dupla fenda em que um conjunto de fótons incide sobre um aparato com duas fendas Q0 e Q1, cuja informação 




matricial é dado por: 
 
ρ11 ρ12 ρ13 ρ14    
|a|2 ab∗  ac∗  ad∗    
ρˆS = 
ρ21  ρ22  ρ23  ρ24  
ρ31  ρ32  ρ33  ρ34  
ρ41 ρ42 ρ43 ρ44 
 
 
ba∗  |b|2 bc∗  bd∗  ca∗  
bc∗  |c|2 cd∗  da∗  db∗  




Consequentemente, pode-se obter a densidade de probabilidade ρˆP  de se encontrar um 
fóton em um dado ponto P na tela de detecção: 
 










em que  







é a densidade de probabilidade de encontrar um fóton, que emergiu de Q0, em P . Analoga- 
mente, ρ1(P ) é a densidade de probabilidade de encontrar um fóton emergido de Q1 em P : 
 
ρ (P ) = 




Ademais, k representa o número de onda, enquanto r0 e r1 são as respectivas distâncias 





(ρ + ρ44 )2 
equação (2.3) é denominado de grau de coerência µ e é definido como: 
 
ρ12 + ρ34 
µ = 
11 + ρ33 
√
ρ22 + ρ44 
, (2.6) 
 
onde ρı  são elementos da matriz do operador densidade. 
O grau de coerência µ quantifica o quão coerente é um estado e varia entre 0 ™ |µ| ™ 1. 
Quando µ = 1, tem-se coerência máxima pois a interferência é máxima e dizemos que o 
estado é coerente. No entanto, se µ = 0, não há efeito de interferência, e o estado do esemble 
é incoerente. Por sua vez, quando 0 <| µ |< 1 chamamos a luz de parcialmente coerente. 
Por outro lado, o grau de polarização pı do fóton que passa pelas fendas Q0 e Q1 é obtido 
por meio da versão quântica dos parâmetros de Stokes que são, respectivamente, expressos 
por: 
p   = 
.
1 − 








p   = 
.
1 − 
4(ρ22ρ44 − ρ24ρ42) 
. (2.8) 
 
O grau de polarização também varia entre 0 ™ pı  ™ 1.  Se pi  = 1, o ensemble é dito 




2.2 Interações com o ambiente 
 
Sob o mesmo contexto do experimento da dupla-fenda, pode-se analisar os efeitos de 
interação do ensemble de fótons com constintuintes do ambiente. Tais efeitos, que têm sido 
reconhecidos como a causa do comportamento clássico da luz e da matéria, são chamados 
de decoerência induzida pelo ambiente [3, 5, 6, 30]. Assim, pode-se escrever um operador den- 
sidade de forma que: 
ρˆ(0) = ρˆS(0) ⊗ ρˆE(0), (2.9) 
onde ρˆE(0) é o operador densidade do ambiente que pode ser decomposto como ρˆE(0)  = 
Σ
















 ρ 31 ρ 32 ρ 33 ρ34  
nm ı ı nm S 
formações sobre polarização e coerência. Ela é escrita como: 
 
ρ11 ρ12 ρ13 ρ14 
ρ21 ρ22 ρ23 ρ24 




ρ41 ρ42 ρ43 ρ44   
 
com cada elemento dado por ρ = 
Σ  
ω ρ(ı) . Além disso, ρˆ  (0) evolui com o tempo através 
de uma transformação unitária Uˆ(t) se o sistema fotóns-ambiente for isolado: 












onde T rE é o traço parcial sobre o ambiente. Desse modo: 
 
ρˆS(t) = ωı (E | Uˆ(t) |Eı) ρˆS(0) (Eı| Uˆ




Kˆı   = 
√
ωı (E | Uˆ(t) |Eı) , (2.13) 
 
onde Kˆı  são os chamados operador de Kraus [31], que satisfaz a relação de completeza ı  Kˆı Kˆı
†
  = 
I. Portanto, reescrevemos a equação (2.12) da seguinte forma: 
 
ρˆS(t) = Kˆı ρˆS(0)Kˆı
† , (2.14) 
ı  
 
que  é  denominada  de  canal quântico,  cujo  nome  é  uma  alusão  à  emissão  de  um  estado  ρˆ 






Agora, considerando que os fótons se propagam em um ambiente refrativo composto de 
pequenas partículas distribuídas aleatoriamente provocando interações que modificam ex- 
clusivamente o estado do ambiente, cujas interações podem ser descritas por uma transfor- 
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0   0   1   0 0   0   0   0 
mação unitária que atua sobre os estados do ambiente, podemos escrever o seguinte mapa:: 
 
|H, 0) |E0) → 
√
1 − P |H, 0) |E0) + 
√
P |H, 0) |E1) , (2.15) 
|H, 1) |E0) → 
√
1 − P |H, 1) |E0) + 
√
P |H, 1) |E2) , (2.16) 
|V, 0) |E0) → 
√
1 − P |V, 0) |E0) + 
√
P |V, 0) |E1) , (2.17) 
|V, 1) |E0) → 
√
1 − P |V, 1) |E0) + 
√
P |V, 1) |E2) , (2.18) 
em que |E0), |E1) e |E2) representam o estado inicial do ambiente e os estados após inte- 
ração do fóton com o ambiente em Q0 e Q1, respectivamente. O fator 
√
1 − P representa a 
probabilidade que o ambiente tem de permanecer no estado inicial ou seja, de não haver 
interação com os fótons. Consequentemente, o termo 
√
P representa a probabilidade de o 
ambiente evoluir para outro estado. Um aspecto importante deste mapa se deve ao fato de 
que a mudança nos estados do ambiente podem ocorrer apenas pela interação local entre o 
fóton e os constituintes do ambiente. Usando as equações (2.13) e (2.15), podemos encontrar 
facilmente os seguintes operadores de Kraus: 
 
Kˆ0 =   
√
1 − P [|H, 0) (H, 0| + |H, 1) (H, 1| + |V, 0) (V, 0| + |V, 1) (V, 1|], (2.19) 
Kˆ1 =   
√
P [|H, 0) (H, 0| + |V, 0) (V, 0|], (2.20) 
Kˆ2 =   
√
P [|H, 1) (H, 1| + |V, 1) (V, 1|]. (2.21) 
 
Ou na forma matricial: 
1   0   0   0
 
1   0   0   0
 




0   1   0   0 
, Kˆ 
0 0 1 0 




0   0   0   0  
, Kˆ
 




0   1   0   0  
. (2.22) 
0 0 0 1 
 
 



















tempo ∆t é dada por: 
 
ρ11 (1 − P )ρ12 ρ13 (1 − P )ρ14   
 
ρˆ 
(1 − P )ρ21 ρ22 (1 − P )ρ23 ρ24 
  
 




(1 − P )ρ41 ρ42 (1 − P )ρ43 ρ44  
 
Observe, que em n tempos consecutivos, o termo (1 − P ) se torna (1 − P )n. Mas, no intervalo 
de tempo ∆t, se assumirmos que P tem a forma Γ∆t, onde Γ é a probabilidade de interação 
de um fóton com um constituinte do ambiente por unidade de tempo, em um tempo t = 
n∆t, temos que (1 − P )n = (1 − Γt/n)n. Fazendo, n → ∞, temos que (1 − P )n ≈ e−Γt [32]. A 















−Γt ρ44  
 
 
O grau de coerência dos fótons submetidos a interações com o ambiente pode ser obtido 






11 + ρ33 
√
ρ22 + ρ44 
= µ(0)e . (2.26) 
 
 
Agora, se considerarmos que o ambiente seja birrefringente, as mudanças provocadas 
pelos fótons no estado do ambiente dependem, não somente, da interação local entre o fóton 
e o constituinte do ambiente, como também, do estado de polarização do fóton. Desse modo, 
as possíveis interações podem ser descritas da seguinte forma: 
|H, 0) |E0)   → 
√
1 − P |H, 0) |E0) + 
√
P |H, 0) |E1) , (2.27) 
34 
33 ρ 32 (1 − P )ρ 31 ρ 
S 







|H, 1) |E0)   → 
√
1 − P |H, 1) |E0) + 
√
P |H, 1) |E2) , (2.28) 
|V, 0) |E0)  →  
√
1 − P |V, 0) |E0) + 
√
P |V, 0) |E3) , (2.29) 
|V, 1) |E0)  →  
√
1 − P |V, 1) |E0) + 
√





 (1 − P )ρ  
Note que,  no mapa acima,  devido à dependência do estado de polarização do fóton,     
o ambiente pode mudar seu estado inicial para quatro outros estados distintos, diferente- 
mente do caso em que o ambiente era refrativo e que apenas duas bases podiam descrever 
tais interações. Assim, os operadores de Kraus podem ser escritos como: 
Kˆ0 =   
√
1 − P [|H, 0) (H, 0| + |H, 1) (H, 1| + |V, 0) (V, 0| + |V, 1) (V, 1|], (2.31) 
Kˆ1 =   
√
P |H, 0) (H, 0| , (2.32) 
Kˆ2 =   
√
P |H, 1) (H, 1| , (2.33) 
Kˆ3 =   
√
P |V, 0) (V, 0| , (2.34) 
Kˆ4 =   
√
P |V, 1) (V, 1| . (2.35) 
Reescrevendo a equação (2.14): 
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obtemos a matriz densidade que descreve as interações fotônicas em um ambiente birrefrin- 
gente depois de um intervalo de tempo ∆t: 
 
ρ11 (1 − P )ρ12 (1 − P )ρ13 (1 − P )ρ14   
 
ρˆ 
(1 − P )ρ21 ρ22 (1 − P )ρ23 (1 − P )ρ24 
   
 
 . (2.37) 
  




Analogamente ao caso anterior, se assumirmos que a probabilidade de interação, temos 
que o termo P = Γ∆t em que após infinitas interações (1 − P ) é aproximadamente e−Γt. 
Portanto, a evolução temporal da matriz densidade é dada por: 
 
ρ11 ρ12e−Γt ρ13e−Γt ρ14e−Γt    
ρˆS(t) = 
ρ21e−Γt ρ22  ρ23e−Γt   ρ24e−Γt ρ31e−Γt  ρ32e
−Γt  ρ33   ρ34e−Γt ρ41e−Γt 














Podemos ver que o grau de coerência dos fótons sob interações com o ambiente decai 
com o tempo de acordo com µ(t) = µ(0)e−Γt, como no caso anterior. Além disso, os graus de 
polarização, obtidos através das eqs. (2.7) e (2.8), também decaem com o tempo, 
. 












Como vemos, a ação do ambiente constituído por partículas birrefringentes é destruir as 
propriedades de coerência e polarização da luz. 
+ ρ44 22 (ρ 
+ ρ44 22 (ρ 
33 + ρ 11 (ρ 
33 + ρ 11 (ρ 
p0 = 




1 e−Γt 1 e−Γt 1 
  
A B 















Entropia reduzida de von Neumann 
 
Como uma extensão do trabalho apresentado no capítulo anterior, vamos verificar o 
comportamento da entropia de emaranhamento da luz nos ambientes refrativo e birrefrin- 
gente, respectivamente. Para isso, consideremos, primeiro, a evolução temporal da matriz 
densidade que descreve as interações de um fóton com um constituinte do ambiente re- 
frativo dada em (2.25), de modo que, em sua forma normalizada, pode ser reescrita como: 
 






cujos autovalores são: 
1 e−Γt 1 e−Γt 
 














Lembrando que a entropia de von Neumann é dada por S = −κB 
Σ
n λn ln λn, temos que 
S  (t) = −κ   
.
1 
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− (1 + e ) ln 
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Note que o resultado acima foi obtido aplicando a equação da entropia de von Neumann 
a uma matriz densidade reduzida dada por (2.25). Não por acaso, esta é a chamada entro- 
pia de emaranhamento ou entropia reduzida de von Neumann, pois quantifica o grau de 
emaranhamento entre sistema e o ambiente, e, consequentemente serve como indicador da 
taxa com que a decoerência ocorre [5, 29]. Podemos observar na figura (3.1) que, de acordo 
com a segunda lei da termodinâmica, a entropia aumenta com o tempo até atingir um valor 
máximo. Tal aumento é atribuído ao aumento do emaranhamento e da decoerência sofrida 






Figura 3.1: Evolução temporal da entropia reduzida de von Neumann para um ambiente refringente. Ela atua como quantificador do 







Prosseguindo da mesma forma como anteriormente, normalizamos a matriz densidade 















crevemos como  





com os respectivos autovalores: 
1 e−Γt 1 e−Γt e−Γt 
4 e−Γt e−Γt  1 e−Γt 






e−Γt(−1 + eΓt), 
1 
e 
−Γt(   1 + eΓt), e 
4 
−Γt(−1 + eΓt) , 
1 








Figura 3.2: Entropia de emaranhamento vs tempo, considerando interações em um ambiente birrefringente onde o sistema sofre, além da 
decoerência, uma depolarização e, portanto, têm-se um maior grau de emaranhamento. 
 
 
Usando a equação de von Neumann e realizando algumas simplificações, temos que a 
entropia de emaranhamento, após a interação com um ambiente birrefringente, evolui com 

































De acordo com o gráfico da figura (3.2), o grau de emaranhamento agora é muito maior 
4 4 




do que o obtido para o caso anterior em que o ambiente era refrativo. Atribuímos este com- 
portamento à interação provocada pelo ambiente birrefringente de dois graus de liberdade 
(coerência e polarização). Sendo assim, o aumento do emaranhamento quântico está relaci- 
onado à decoerência e, também, pela depolarização sofrida pelo sistema. 
Isto conclui a nossa análise que demonstra a ligação que os sistemas ópticos podem ter 












Aplicação da teoria unificada 
 
4.1 Dispositivos ópticos 
 
Tendo em vista a simplicidade do formalismo da matriz densidade unificada (capítulo 
2) e dos vetores de Jones, os quais descrevem o estado de polarização da luz [33, 34, 35], 
podemos descrever facilmente a operação quântica realizada por cada dispositivo óptico 









Figura 4.1: Feixe de luz com polarização linear nas direções horizontal e vertical, respectivamente, incidindo sob a superfície de um 




Dado que um feixe de luz linearmente polarizada nas direções vertical e horizontal, |1) 
e |0), respectivamente, incide com um ângulo de 45◦ em relação à superfície de um espelho 
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|1) =  
 
 →  
0








|0) =  
 
 →  
i
  , (4.2) 
 
onde o fator i que aparece no estado refletido é justificado por uma diferença de fase de π/2 
adquirida devido à reflexão. Logo, temos as seguintes operações: 
 
 

















a b  




















M   = 
 




















O espelho só tem efeito no caminho (coerência) do fóton, não na polarização. Para os 
dispositivos ópticos, consideramos a denominação coerência para o grau de liberdade de 
posição. Assim, considerando tudo, a matriz do espelho fica 
 
M  = Mp ⊗ Mc = Ip ⊗ Mc, (4.6) 
 








0 i 0   0  
p 




M =  
 
i 0 0 0 
 . (4.7) 
0  0  0 i 




4.1.2 Placa λ/2 
 
A placa λ/2 tem a propriedade de rotacionar a polarização linear incidente para um 




   
−senθ  









   
cosθ  




 . (4.9) 
 





















































Considerando as propriedades de polarização e de coerência (esta última não é alterada), 
temos: 
 






cosθ 0 senθ 0 







4.1.3 Divisor de feixe 
−senθ 0 cosθ 0 







Figura 4.2: Ação de um divisor de feixe com 50% de probabilidade de reflexão e 50% de transmitância. 
 
 
Considerando um feixe de luz incidindo em um divisor de feixe 50/50 (fig.  4.2), temos 
que qualquer um dos estados de entrada |0) ou |1) tem 50% de probabilidade de ser transmi- 
tido ou refletido [37], de modo que a operação quântica do divisor de feixe pode ser escrita 
da seguinte forma: 
|0) → √
2 

























|0) =   →  
 











|1) =   →  
 
    . (4.18) 
1/ 
 



















Assim, realizando a operação  
Υ = Ip ⊗ Υc, (4.20) 
 







2 0 0  
 






















De acordo com o formalismo unificado que desenvolvemos, que é baseado no uso de 
matrizes densidade, qualquer transformação unitária como essas devido à operação dos 












onde ρˆ e ρˆ
j  
são, respectivamente, os estados inicial e final dos fótons. Aˆ representa a matriz 
de um dispositivo arbitrário. Faremos uma aplicação desse artifício na seção seguinte. 
4
0  
4.2 Apagador quântico 
 
Para entender o que é ou como funciona um apagador quântico pensemos primeiro na 
seguinte pergunta “o que significa apagar informação?” ou “como apagar informação?”. 
Como já discutido na secção (1.4), a visibilidade do padrão de interferência depende da in- 
formação de caminho, portanto, se soubermos por qual fenda o fóton passou não haverá in- 
terferência. No entanto, seria possível recuperar a interferência? Os físicos Marlan O. Scully 
e Kai Drühl [38], em 1991, pensaram neste problema e propuseram a ideia de apagador 
quântico que consiste em recuperar a interferência “apagando” a informação de caminho. 
O próprio Scully juntamente com os físicos Englert e Walther [39] chegaram a propor, algum 
tempo depois, um experimento de apagador quântico em que um átomo em estado excitado 
passa por um aparato de dupla-fenda. Atrás de cada fenda há uma cavidade de micro-ondas 
responsável por “registrar” a informação de caminho pela emissão de um fóton quando o 
átomo decai. Neste caso, em vez de franjas de interferência, apenas um borrão aparece na 
tela de detecção. No entanto, a interferência seria recuperada caso fosse removida a parede 
que separa as cavidades de micro-ondas. 
O experimento descrito acima nunca chegou a ser realizado em laboratório. Porém, 
pode-se obter o mesmo efeito de apagador quântico usando dispositivos ópticos. Walborn 
at. all [40] realizaram um experimento análogo ao que foi proposto por Scullly-Englert- 
Walther, mas em vez de cavidades de micro-ondas, foi usado um polarizador e duas pla-  
cas λ/4. As placas λ/4 foram colocadas atrás de cada fenda servindo como marcador de 
caminho já que tem a funcionalidade de converter a polarização linear dos fótons em cir- 
cularmente polarizada (para direita e esquerda, respectivamente). Mais uma vez, com a 
informação de caminho registrada, não se obtém interferência; e então, o polarizador ho- 
rizontal entra com o papel de apagador quântico. Posicionado entre as placas de onda e a 
tela de detecção, o polarizador horizontal absorve a componente vertical do feixe deixando 
passar apenas a componente horizontal. Agora, os fótons são indistinguíveis, portanto, as 
franjas de interferência reaparecem. Se, ao invés do polarizador horizontal, for usado um 
polarizador vertical, anti-franjas de interferência serão vistas. 
É importante ressaltar que como a polarização e a posição não são variáveis comple- 






Figura 4.3: (Figura de cima) placas de quarto de onda com polarização circular à direita e circular à esquerda, respectivamente, são 
colocadas atrás de cada fenda. Elas servem como marcador de caminho dando ao observador a informação acerca do caminho do fóton. 
Deste modo, a interferência é apagada. (Figura de baixo) Entretanto, após passar por um polarizador horizontal, todos os fótons têm a 
mesma polarização e é impossível distinguí-los. Assim, a interferência é recuperada quando se apaga a informação do caminho [40]. 
 
 
quântico é responsável pela complementariedade. O fóton, ao passar pelas placas de onda, 
tem a polarização emaranhada ao caminho e seu estado é descrito pela superposição: (fenda 
1 e polarização circular para direita) + (fenda 2 e polarização circular para esquerda). Deste 
modo, alterando a distinção entre os estados da polarização, automaticamente se altera a 
informação de caminho: (franjas e polarização horizontal) + (anti-franjas e polarização ver- 
tical) [40, 41]. 
A seguir, descrevemos um sistema envolvendo apagador quântico semelhante ao reali- 
zado por Walborn utilizando a álgebra da teoria unificada de polarização e coerência. 
 
4.2.1 Teoria unificada no apagamento de informação 
 
Suponha que um feixe de fótons incide em um aparato dupla-fenda cujo estado é descrito 


























(|H) − |V )). (4.25) 
 
Uma forma de produzir o estado |ψ) é colocando filtros polarizadores com alinhamentos 
dados de acordo com os estados |D) e |A) atrás das fendas 0 e 1, respectivamente. Contudo, 
por motivos de simplificação, consideramos que os fótons já incidem sobre as fendas 0 e 1 
como descrito pela equação (4.23). Sendo assim, devido à ortogonalidade entre os estados 
|D) e |A), franjas de interferência não podem ser observadas na tela de detecção. 
Substituindo as equações (4.24 e 4.25) na eq. (4.23), podemos reescrevê-la da seguinte 
foma: 
  1  
Σ








(|H) + |V )) ⊗ |0) + √
2 
(|H) − |V )) ⊗ |1) 
1 
|ψ)  = 
2 
[|H, 0) + |H, 1) + |V, 0) − |V, 1)]. (4.26) 
 
Agora, um polarizador vertical PˆV   é posicionado entre o aparato das fendas e a tela de 
detecção. Ele é descrito como: 
 
PˆV   = [|V, 0) (V, 0| + |V, 1) (V, 1|] . (4.27) 
 
Lembrando que o operador densidade do feixe incidente é obtido por ρˆ = |ψ) (ψ|, e que 
o polarizador é responsável por uma transformação tal que, ρˆjV    =  PˆV ρˆPˆ
† .  Deste modo, é 
fácil ver que: 
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V = 2 
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|V, 0) − |V, 1)). (4.29) 
 
O fator 1/2 na equação acima indica que metade dos fótons foram absorvidos pelo pola- 
rizador vertical, que realiza uma operação não unitária, e, assim, a interferência aparece no 
anteparo mas com metade da intensidade. 
Analogamente, se aplicarmos um polarizador horizontal PˆH  como na figura 4.3, temos 
que: 
PˆH  = (|H, 0) (H, 0| + |H, 1) (H, 1|). (4.30) 
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o que resulta em: 
H 
0 0 0  0 
0 0 0  0 
|ψj)H = 
2 
(|H, 0) + |H, 1)). (4.32) 
Novamente, tem-se interferência com metade da intensidade inicial devido à absorção 
dos fótons pelo polarizador. Vale ressaltar que os estados finais dos fótons (equações 4.29 e 
4.32) se complementam evidenciando a eficácia da utilização da teoria unificada para des- 













Como já sabido, a matriz densidade é uma ferramenta poderosa na descrição física de 
sistemas quânticos compostos por elementos descritos por estados distintos, os chamados 
estados mistos. Com isso, revisitamos a descrição unificada da coerência e da polarização 
de um ensemble geral de fótons, proposta recentemente por Bernardo [9]. A partir disso, 
fizemos uma extensão dessa teoria para englobar a descrição de alguns dispositivos ópticos, 
de acordo com o formalismo. No caso deste trabalho, descrevemos três dispositivos lineares: 
o espelho, o rotor de polarização e o divisor de feixe. 
A eficácia de tal descrição realizada e, consequentemente, a aplicabilidade da teoria da 
matriz densidade unificada foi verificada a partir de um interferômetro de duas fendas en- 
volvendo o fenômeno do apagamento quântico, observando como a interferência pode ser 
recuperada a partir de um padrão clássico por meio da utilização de um polarizador. Tal  
aplicação nos dá um indício de que a teoria unificada se mostra como um método simples, 
elegante e eficiente para o tratamento teórico de experimentos quântico-ópticos como inter- 
ferômetros e a propagação da luz em ambientes perturbativos, por exemplo. 
De fato, o efeito de decoerência que age sobre um dado sistema fotônico após a intera- 
ção com os constituintes de dois tipos diferentes de ambiente, refrativo e birrefringente, foi 
analisado através da aplicação do formalismo de Kraus, bem como a entropia de von Neu- 
mann. O resultado obtido mostra que,  como esperado,  o emaranhamento entre o sistema 
e o ambiente aumenta com o tempo até atingir um limite máximo e, consequentemente, o 
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